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Aufgabe 51 (4 Punkte). Schwache Konvergenz in WP

(i) Seien X und Y Banachrdume. Dann ist Z = X X Y ein Banachraum mit der Norm
[, 9)l; = llz||x + l|ylly. Zeigen Sie: Fiir jedes 2’ € Z’ gibt es genau ein 2/ € X' und
ein ¢ € Y mit 2/((z,y)) = 2'(x) +¢'(y) Vo € X,y €Y. Folgern Sie, dass

(Tnyyn) = (z,y) in Z <= z, ~2zin X, y, ~yinY.

(ii) Sei X ein Banachraum, Y ein abgeschlossener Unterraum. Sei y,, eine Folge in Y.
Zeigen Sie:

Yo —~yinyY < y, —yin X.

(iii) Seien X und Y Banachrdume. Sei T' € £(X,Y) invertierbar. Zeigen Sie:

T, —~a2xinX < Tx, ~TrinY.

(iv) Sei 1 < p < oo, U C R™ offen. Zeigen Sie: WHP(U) ist reflexiv und
fo = fin WHP(U) <= f, — fin LP(U) und 0;f, — 0;f in LP(U), i € {1,...,n}.

Tipp: Fiir (iv) betrachten Sie eine geeignete Einbettung von W1P(U) in einen Unterraum von
LP(U) x --- x LP(U) (n+ 1 Kopien) und verwenden Sie (i)—(iii).

Aufgabe 52 (4 Punkte). Metrisierbarkeit der schwach® Konvergenz
Sei X separabel und {z,, }neny C X sei dicht. Fiir 2/,y" € X' sei

o = [’
I . -n [37, - yl]k
d(a:,y).—nz:lQ T+ =yl

(i) Zeigen Sie: [-],, ist eine Halbnorm auf X’ und d ist eine Metrik auf X"

(ii) Sei {2/ }jen C B1(0). Zeigen Sie:

xS 2 in X = d(z},2") = 0.

Kommentar: Dies zeigt, dass die schwache Konvergenz auf B;(0) (und damit natiirlich auch
auf Br(0)) von einer Metrik induziert wird. Vergleiche auch Aufgabe 4.

Warnung: Es gibt i.a. keine Metrik welche schwach* Konvergenz auf dem gesamten Raum
X' induziert. Bei obiger Metrik ist das Problem, dass d(z},0) — 0 nicht impliziert, dass
beschrénkt ist.



Aufgabe 53 (4 Punkte). Dichte Teilmengen des Dualraumes
(i) Zeigen Sie:
Ty =z < (xy,2') = (x,2") fiir 2’ € D, D dicht in X" und

und sup ||z, || < co.
n

(ii) Sei 1 < p < 0o, U C R™ offen und sei W die Menge aller offenen Wiirfel, die in U enthalten
sind. Zeigen Sie:

fon— fin LP(U) <:>/an_>/wf YW e W

und sup || fn]| < oo.
n

Aufgabe 54 (4 Punkte). Ein Variationsproblem mit schwacher Konvergenz
Sei 1 < p < 0o, U C R™ offen und beschrénkt, sowie f: R" x U — [0, 00) stetig.
(i) Zeigen Sie:

Uy — u in WHP(U) = / f(Vu(z),z)dz < lim inf/ f(Vuy(x),x) dx
U " U

Tipp: Fatou.
(ii) Sei nun die Abbildung F' — f(F,z) konvex fiir alle x € U, f ansonsten wie oben. Zeigen
Sie:
Uy — u in WHP(U) = / f(Vu(z),z)de < lim inf/ f(Vup(z),z) de
U " U
Tipp: Mazur.

(iii) Es gelte zudem, dass f(F,z) > C|F|P fiir ein C > 0. Sei g € L (U). Zeigen Sie, dass
u e WyP(U) existiert, so dass

/f(Vu(x),x)—guS/f(VU(:U),x)—gv VUEWOLP(U)
U U

Hinweis: Sie kénnen die WO1 P_Version der Poincaré-Ungleichung benutzen:
17
HUHWLP(U) < CHVUHLZD(U) Yu € Wy P (U).
Diese 1é8t sich analog zum Fall p = 2 durch Reduktion auf eine Dimension beweisen.

Aufgabe 55 (4* Punkte). Ein Gegenbeispiel zum Lemma von Mazur fir schwach® Konvergenz
Es sei X =rca([-1,1]), Y = {fdL : f € L'([-1,1])}. Zeigen Sie, dass Y ein abgeschlossener
Unterraum von X ist und geben Sie ein Beispiel fiir eine Folge

{fn}CY7 fnifinX7 f¢Y



