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Aufgabe 47 (4 Punkte). Abgeschlossene Unterräume

Es seien 1 ≤ p < ∞ und (µ,B, U) ein Maßraum mit µ(U) < ∞. Zeigen Sie: Ist X ein abge-
schlossener Unterraum von Lp(µ), und gleichzeitig ein Unterraum von L∞(µ), so ist X endlich-
dimensional.

Tipp: Zeigen Sie zunächst, dass es eine Konstante K <∞ gibt, so dass ||f ||L∞ ≤ K ||f ||Lp für
alle f ∈ X.

Aufgabe 48 (4 Punkte). Schwacher Limes

(i) Geben Sie ein Beispiel für eine Folge fj : [0, 1]→ R, so dass

fj → 0 f. ü.

fj ⇀ 0 L2

aber fj 9 0 L2.

(ii) Zeigen Sie: Wenn gj ⇀ g in L2, fj → f fast überall, ||fj ||L∞ < M ,

dann gilt fjgj ⇀ fg in L2.

Aufgabe 49 (4 Punkte). Der Raum der regulären Borel-Maße

Es sei X = {fdLn : f ∈ L1}, wobei fLn(E) :=
∫
E f dx.

Zeigen Sie:

(i) µ ∈ X ⇒ ||µ||Var =
∫
Rn |f | dx.

(ii) X ist ein abgeschlossener Unterraum von rca(Rn).

(iii) Es folgt: C∞
c (Rn) (im Sinne von oben) ist nicht dicht in rca(Rn).

Zeigen Sie: Für ν ∈ rca(Rn) existiert fn ∈ C∞
c (Rn) mit∫

Rn

fnϕdx→
∫
Rn

ϕdν ∀ϕ ∈ C∞
c (Rn)∫

Rn

|fn| dx→ ||ν||Var .

Aufgabe 50 (4+2* Punkte). BV

Zeigen Sie:

(i) C∞
c (Rn) ist nicht dicht in BV (Rn).

(ii*) Was ist die ,beste‘ Approximation von BV durch C∞
c -Funktionen?
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