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Aufgabe 31 (4 Punkte). Grenzwerte von W2-beschrinkten Funktionen
(i) Sei U C R™ offen, T': C°(U) — R linear mit

T < K Il 2 -
Zeigen Sie: Es gibt ein eindeutiges T' € L(L*(U); R) mit T'|coe(ry = T

(ii) Es gelte fr — f in L*(U) und ||0; fy|| 2y < K fiir alled € 1,...,n. Zeigen Sie: f € WH*(U)
und [[0: f|] 2y < K.

Tipp: Betrachten Sie Tj(§) = [ 9;£fi und zeigen Sie HTkHL(L?(U),R) < K. Gehen Sie fiir geeig-
nete & in T (§) zum Limes iiber.

Aufgabe 32 (4 Punkte). Optimale Poincaré-Konstante in 1d
Aus dem Folgenden ergibt sich die optimale Abschétzung

1
lullzon < = 10 lay o€ WE20,1),

(i) Sei I = (0,1) und sei A der Raleigh-Quotient

Ul 22
A= inf{ML‘” u e WHAI)\ {o}}.

2
HUHLQ([)
Zeigen Sie, dass es u € Wol’Q(I) gibt mit ||al[;2(;) =1, HfL’HLgU) =\
Tipp: Betrachten Sie eine Minimalfolge, d.h. [|u;||;> = 1,[u}|[z= — A. Benutzen Sie die Kom-

paktheitseigenschaft von Aufgabe 29, zeigen Sie, dass H”’“TJ”” ‘ ‘ ;2 — 1 fiir eine Teilfoge vy = uj,
und denken Sie an den Beweis des Projektionssatzes.

(i) Zeigen Sie, dass gilt

/u’v’ —Xiw =0 Yoe W, *(1I).
I

(iii) Aus den I/Vif -Abschéitzungen der Vorlesung folgt
—u" = Mi. (%)
Aulerdem folgt aus Aufgabe 17, dass u € C(I) und
w(0) =u(l) =0. (*x*)

Damit folgt (siehe auch Aufgabe 33), dass @ € C2. Bestimmen Sie die Lésung von (), (**) und
ermitteln Sie A.



Aufgabe 33 (4+2* Punkte). Stetige schwache Ableitung

(i) Sei U C R™ offen, f € WP(U), 1 < p < oo und fiir alle schwachen Ableitungen gelte
0;f € C(U). Zeigen Sie: f € CY(U).

Tipp: Zuerst V CC U auswihlen, dann Faltung.

(ii*) Zeigen Sie die analoge Aussage fiir WP,

Aufgabe 34 (4+2* Punkte). Umgekehrte Poincaré-Ungleichung
(i) Sei 0 < p < R, Br = Bgr(0), u € WH2(Bg) und

VuVo =0 Yu e W,?(Bg).
Br

Zeigen Sie: Es existiert C' > 0, unabhéngig von u, p und R, so dass fiir alle ¢ € R gilt

C
Vu2§/ u—rcl?.
léﬂ BT el ML

(Die optimale Wahl ist ¢ = u := ﬁ fBR u, also das Mittel von u.)
(ii) Sei u eine schwache Losung von —Awu = f in By, d.h. u € WH2?(B;) und

VoVu — fu=0 Yve Wol’Q(Bl).
B1

Zeigen Sie: Es existiert C' > 0, so dass gilt
2 ) 2
[ 19ul <0 (lu= i, + 171m,)
By /2

Tipp: Sie konnen u als u; + ug darstellen, wobei u; € VVO1 2 die schwache Losung von —Au = f
ist.

(iii*) Wie lautet die Abschétzung wenn Sie Br und Bp/, statt By und B/, verwenden?



