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Aufgabe 31 (4 Punkte). Grenzwerte von W 1,2-beschränkten Funktionen

(i) Sei U ⊂ Rn offen, T : C∞
c (U)→ R linear mit

|T (ξ)| ≤ K ||ξ||L2 .

Zeigen Sie: Es gibt ein eindeutiges T ∈ L(L2(U);R) mit T |C∞
c (U) = T .

(ii) Es gelte fk → f in L2(U) und ||∂ifk||L2(U) ≤ K für alle i ∈ 1, . . . , n. Zeigen Sie: f ∈W 1,2(U)

und ||∂if ||L2(U) ≤ K.

Tipp: Betrachten Sie Tk(ξ) =
∫
∂iξfk und zeigen Sie ||Tk||L(L2(U),R) ≤ K. Gehen Sie für geeig-

nete ξ in Tk(ξ) zum Limes über.

Aufgabe 32 (4 Punkte). Optimale Poincaré-Konstante in 1d

Aus dem Folgenden ergibt sich die optimale Abschätzung

||u||L2(0,1) ≤
1

π

∣∣∣∣u′∣∣∣∣
L2(0,1)

∀u ∈W 1,2
0 (0, 1).

(i) Sei I = (0, 1) und sei λ der Raleigh-Quotient

λ := inf

{
||u′||2L2(I)

||u||2L2(I)

: u ∈W 1,2
0 (I) \ {0}

}
.

Zeigen Sie, dass es ū ∈W 1,2
0 (I) gibt mit ||ū||L2(I) = 1, ||ū′||L2(I) = λ.

Tipp: Betrachten Sie eine Minimalfolge, d.h. ||uj ||L2 = 1, ||u′j ||L2 → λ. Benutzen Sie die Kom-

paktheitseigenschaft von Aufgabe 29, zeigen Sie, dass
∣∣∣∣vk+vl

2

∣∣∣∣
L2 → 1 für eine Teilfoge vk = ujk

und denken Sie an den Beweis des Projektionssatzes.

(ii) Zeigen Sie, dass gilt ∫
I
ū′v′ − λūv = 0 ∀v ∈W 1,2

0 (I).

(iii) Aus den W 2,2
loc -Abschätzungen der Vorlesung folgt

−ū′′ = λū. (∗)
Außerdem folgt aus Aufgabe 17, dass ū ∈ C(Ī) und

ū(0) = ū(1) = 0. (∗∗)
Damit folgt (siehe auch Aufgabe 33), dass ū ∈ C2. Bestimmen Sie die Lösung von (∗), (∗∗) und
ermitteln Sie λ.
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Aufgabe 33 (4+2* Punkte). Stetige schwache Ableitung

(i) Sei U ⊂ Rn offen, f ∈ W 1,p(U), 1 ≤ p ≤ ∞ und für alle schwachen Ableitungen gelte
∂if ∈ C(U). Zeigen Sie: f ∈ C1(U).

Tipp: Zuerst V ⊂⊂ U auswählen, dann Faltung.

(ii*) Zeigen Sie die analoge Aussage für W k,p.

Aufgabe 34 (4+2* Punkte). Umgekehrte Poincaré-Ungleichung

(i) Sei 0 < ρ < R, BR = BR(0), u ∈W 1,2(BR) und∫
BR

∇u∇v = 0 ∀v ∈W 1,2
0 (BR).

Zeigen Sie: Es existiert C > 0, unabhängig von u, ρ und R, so dass für alle c ∈ R gilt∫
Bρ

|∇u|2 ≤ C

(R− ρ)2

∫
BR

|u− c|2 .

(Die optimale Wahl ist c = ū := 1
Ln(BR)

∫
BR

u, also das Mittel von u.)

(ii) Sei u eine schwache Lösung von −4u = f in B1, d.h. u ∈W 1,2(B1) und∫
B1

∇v∇u− fv = 0 ∀v ∈W 1,2
0 (B1).

Zeigen Sie: Es existiert C > 0, so dass gilt∫
B1/2

|∇u|2 ≤ C
(
||u− ū||2L2(B1)

+ ||f ||2L2(B1)

)
.

Tipp: Sie können u als u1 + u2 darstellen, wobei u1 ∈W 1,2
0 die schwache Lösung von −4u = f

ist.

(iii*) Wie lautet die Abschätzung wenn Sie BR und BR/2 statt B1 und B1/2 verwenden?


