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Aufgabe 21 (4 Punkte). Die Fenchel-Konjugierte

Essei f: R" - RU{+o0} und 3z : f(x) < 4+o00. Die Fenchel-Konjugierte von f ist definiert als
f*(y) = sup (z -y — f(x)).

z€R™

(i) Zeigen Sie: Falls eine Funktion g: R” — R U {oo} existiert, g < f, so dass g konvex und
unter-halbstetig ist dann gilt:

[ (x) = sup{g(z) : g konvex, unter-halbstetig und g < f},
wobei die Funktion f** ist die zweifach Fenchel-Konjugierte von f darstellt. Ansonsten gilt:
fy) =400 V.
(i) Sei n = 1. Berechnen Sie f* fiir f(x) = % |z?, 1 < p < oo und fiir f(z) = exp(z).
Aufgabe 22 (4+2* Punkte). Trennungssditze im R"™

(i) Sei A C R™, A abgeschlossen und konvex, x € R™ \ A.
Zeigen Sie: Es existiert ein abgeschlossener Halbraum S in R”, so dass A C S, = ¢ S.

(ii) Zeigen Sie: Eine Funktion f: R™ — R ist konvex genau dann wenn
f(z) =sup{g(z) : g: R" — R affin ,g < f}.

(iii*) Gilt die Charakterisierung von (ii) auch fiir f: R” — R U 4007
Aufgabe 23 (4 Punkte). Fin Variationsproblem

Sei (X, ||-]|) ein gleichméBig konvexer Banachraum (fiir alle & > 0 existiert 6 > 0 so dass gilt:
zyeX, ||z <1, |yl <1, [|2+4]]| >1-0 = [lz—y|| <e). Sei K C X konvex, nicht leer
und abgeschlossen, x € X.

Zeigen Sie: Jy € K : dist(z, K) = ||z — yl|.

Was bedeutet das fuer das “fast orthogonale Element”?

Aufgabe 24 (4 Punkte). Folgen- und Prikompaktheit

Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum, A C X eine abgeschlossene Teilmenge. Zeigen Sie
ohne Umweg iiber Uberdeckungskompaktheit: A prikompakt = A folgenkompakt.



Aufgabe 25 (4* Punkte). Stetigkeit der orthogonalen Projektion

Sei H ein Hilbertraum, K C H konvex, nicht leer und abgeschlossen. Seien x,y € H, Pk die
orthogonale Projektion auf K.

Zeigen Sie: ||Pg(x) — Pr(y)||y < ||z — y||;. Insbesondere ist Pk also stetig.

Tipp: Benutzen Sie eine Charakterisierung von Px und betrachten Sie zunéchst R-Vektorrdume.



